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Exercice 1: Soienta, p € R et f : [a, f] = R une fonction continue sur [a, f] et dérivable sur Ja, f[.
On considére la fonction g définie par
FB)—-f (a)>
— ) (x—a).
p—a
e Donner I'énoncé du théoreme de Rolle.

g(X)=f(X)—<

e Appliquer le théoréme pour la fonction g sur l'intervalle [a, 1.

« En déduire que : 3¢ ela, fl: T = f/(c).

Exercice 2: Soient a, b € R et considérons la fonction f définie sur R par:

ax’+bx+1 xe€]-o0,1[
fx) =
Vx x € [1,+oo].

e Trouver une relation entre a et b pour que f soit continue sur R.

e On pose: b = —a. Déterminer la valeur de a pour que f soit dérivable sur R.

Exercice 3: Soit f I’application définie par: f(x) = x> pour fout x € R. On définit dans R la relation
R par:
Vx,yeER : xRy = f(x) = f(y).

e Montrer que: R est une relation d’équivalence.
e Soit a € R. Déterminer la classe d’équivalence de a.
e Déterminer I’'ensemble quotient: R/R.
Notons que f n’est pas injective. On considére |'application £, définie par:
f:R/R—=R
X +— x?
ou x représente la classe d’équivalence de x.

o Montrer que f est injective.



Corrigé type de I'examen du premier semestre: Math 1
Exercice 1:

o Théoréeme de ROLLE: Soit: f : [a,b] — R une fonction telle que: f est continue sur
[a, b], dérivable sur la, b[ €t f(a) = f(b). Alors: 3c €la, b[: f'(c) =0.

e Ona

- g est continue sur [a, f] car g est la somme de 2 fonctions, I'une (f) continue
sur [a, B] (par hypothése) et I'autre ((%) (x — @)) continue sur R (fonction
polynomiale).

- g est dérivable sur Ja, g[ car g est la somme de 2 fonctions, I'une (f) dérivable
sur Ja, Al (par hypothése) et I'autre (<%> (x — @)) dérivable sur R (fonction
polynomiale).

- g(a) =g(p) = f(a).

Donc, d'aprés le théoréme de ROLLE: 3¢ €la, b[: g'(c) =0

« Enremplacant g’ par sa formule, on obtient que: 3¢ €la, [ % = f'(c).

Exercice 2:
ax? + bx + 1 X € |—o0, 1]

fx) =
\/; x €[1,+o00[.

¢ Relation entre a et b pour que f soit continue sur R:
- f est continue sur ] — oo, 1[, car sur ] — oo, 1[, f(x) = ax? + bx + 1 qui est continue sur
R, étant une fonction polynomiale.
- f est continue sur 11, +oo[, car sur 11, +oo[, f(x) = \/E qui est continue sur [0, +ool.
- Qu point 1 on a:
fH=11=1, )lci_r)r}f(x)z)lci_r)r}(ax2+bx+1)=a+b+1 et )lci_r)r}f(x):)lgr}\/;: L.
x<1 x<1 x>1 x>1

Donc, pour que f soit confinue sur R, il fautque: a+b+1=1=a+b=0.
e Onpose b= —a:

- f est dérivable sur ] — oo, 1[, car sur ] — oo, 1[, f(x) = ax? — ax + 1 qui est dérivable
sur R.

- f est dérivable sur 11, +oo[, car sur 11, +oo[, f(x) = \/E qui est dérivable sur 10, +oof.

- Qu point 1 on a:

. [ =fA) . ax?—ax . ax(x—1)
Iim ————~ = lim =lim ———= =
xx—<>ll x—1 xx:»11 x—1 x;»ll x—1
et
S -fO L Wx=1 Vx -1 1
lim ————— = lim = lim ==,

xx:)ll x_l xx?ll x_l xx:)l1 <\/;—1)<\/;+1> 2



Donc, pour que f soit dérivable sur R, il faut que: a = %

Exercice 3: La relation R est definit par:

Vx,y€R : xRy < f(x) = f(y) < x> = ).

¢ R est une relation d’équivalence?
1) R est reflexive? Il faut montrer que:
Vx € R : xRx.

Soit x e R. On a: x? = x> = f(x) = f(x) = xRx. Donc R est reflexive.
2) R est symetrique? Il faut montrer que:

Vx,yeR : xRy= yRx.

Soient x,y € R. On a: xRy = f(x) = f(y) = f(y) = f(x) = yRx. Donc R est
symetrique.

3) R est transitive? Il faut montrer que:
Vx,y,z€R : (ny et sz) = xRz.
Soient x,y,z € R. On a:

(xRy et yRz)= (f(x) = f(») et f(3) = f(2))
= f(x) = f(2)
= xRz.

Donc R est transitive et par suite R est une relafion d’equivalence.
¢ Laclasse d’equivalence de a € R: On a:

i={xeR:xRa}={xeR:x*=d’}={x€R : (x—a)x+a) =0} = {a,—a)}.

e L’ensemble quotient R/R: On a:

R/R = {x,x e R} = {{x,—x},x € R}

« f injective? On doit montrer que:
Vi, % ER/R & f(x)) = f(5) = X, = X,
Soient x;,x, € R/R. On a:
f@)=Fl)=x]=x
= x1Rx,

=>).C1 =).C2.

Donc f est injective.



Baréme

Exercice 1: 07 points

e Question 1: 04 points (01+01+01+01)
e Question 2: 02.50 points (0.5+0.5+0.5+0.5+0.5)
e Question 3: 0.5 points

Exercice 2: 06.50 points

e Question 1: 03 points (0.5+0.5+0.5+0.5+0.5+0.5)
e Question 2: 03.50 points (0.5+0.5+0.5+0.5+0.5+0.5+0.5)

Exercice 3: 07 points

e Question 1: 03.75 points

- R reflexive: 0.25+0.25+0.75
- R symetrique: 0.25+0.25+0.75
- R transitive: 0.25+0.25+0.75

e Question 2: 01.25 points (0.5+0.25+0.25+0.25)
e Question 3: 0.75 points (0.5+0.25)
e Question 4: 01.25 points (0.5+0.25+0.25+0.25)



